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요 약

반 무한 구조물 표면으로부터 열 혹은 물질이 확산하는 공정의 동특성을 나타내는 전달함수에는 exp( )와 같은

Padé 근사가 불가능한 요소들이 있을 수 있다. 이 가운데 exp( )의 경우 먼저 Padé 근사가 가능한 1/cosh( ) 함수의

급수로 근사한 후, 이 급수에 Padé 근사를 적용하여 최종적으로 Padé 근사와 유사한 s의 유리 전달함수를 얻는 방법

이 제안되어 있다. 여기서는 이 1/cosh( ) 함수로 표현된 급수의 수렴을 촉진하는 방법을 제안하고, 여러 Padé 근사

가 불가능한 전달함수 요소들의 근사로 확장하는 방법을 다루고자 한다. 이들을 s의 유리 전달함수로 근사할 수 있으

면, 편미분방정식으로 표현되는 공정 동특성 모델을 상미분 형태의 상태방정식으로 근사할 수 있는데, 이는 공정의 모

사, 해석 및 제어시스템 설계에 큰 편리를 가져다준다. 본 연구에서는 다양한 형태의 전달함수를 근사하여 계단응답을

각각 모사하였고, 4차 이하의 근사에서 우수한 정확도를 보였다. 이는 특정 주파수 대역에서의 근사 정확도에 초점을

둔 기존 방법과 달리, 시간영역 응답과 정상상태 특성을 동시에 만족시키는 근사라는 점에서 차별성을 갖는다.

Abstract  Transfer functions describing the dynamics of heat or mass diffusion from the surface of a semi-infinite

medium may contain terms such as exp( ) and , which cannot be directly approximated using Padé approximation.

Forexp( ), an approach has been proposed in which it is first expressed as a series involving the function 1/

cosh( ), to which Padé approximation can be applied. Then, Padé approximation is applied to this series to obtain a

rational transfer function in s. In this study, a method to accelerate the convergence of the series representation based on 1/

cosh( ) is proposed and extended to the approximation of various transfer function elements that are not amenable to Padé

approximation. Approximating these terms by rational transfer functions enables dynamic models originally formulated as

partial differential equations to be represented in ordinary differential equation-based state-space form, facilitating simulation, analysis,

and control system design. Step-response simulations demonstrate that satisfactory accuracy can be achieved with

approximation orders of four or less while preserving steady-state characteristics and time-domain response accuracy.

Keywords: Padé-like approximation, Rational approximation, Semi-infinite diffusion, Diffusion dynamics, Transfer

functions
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1. Introduction

열이나 물질의 확산이 일어나는 공정의 동적 거동은 확산 거리와 시

간의 함수로 나타낼 수 있는데 이는 편미분 방정식으로 표현된다[1-2].
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이는 정밀한 동적 거동을 모사할 수 있어 오래 전부터 연구되어 오고

있으며, 최근에는 상미분과 편미분 방정식이 혼합된 공정 모델의

분석과 제어를 위한 연구가 진행되고 있다[3-5]. 편미분 방정식을

통상의 유한차분(finite difference) 방법 등으로 풀이하는 것은 매우

번거로운 일이 된다[2]. 공정의 동특성이 선형인 경우에는, Laplace 변

환을 통해 해석하는 방법이 하나의 대안이 될 수 있지만[6-7],

Laplace 변환으로 얻은 전달함수에는 다루기 힘든 (즉 s0.5) 혹은

exp( )와 같은 항들이 있을 수 있다(여기서 s는 Laplace 변수를

나타낸다). 이 중 일부는 Padé 근사가 가능하여 이를 이용하면 간단

하면서 정밀한 s의 유리(rational) 전달함수를 얻을 수 있다[8]. 반면,

Padé 근사가 가능하지 않은 경우 다른 근사 방법이 도입되어야 한

다. 특히, 반 무한(semi-infinite) 구조를 갖는 확산 공정들에서 이런

Padé 근사가 불가능한 전달함수 요소들이 나타난다. 이를 s의 유리

전달함수로 근사하면 편미분 방정식을 상미분방정식으로 근사할

수 있다[9]. 다양한 공정에 이를 활용할 수 있는데, 열전달, 촉매 내

부 확산, 관형 반응기 내 분산 모델, Warburg 요소 등 전기화학에서의

확산 임피던스 요소 등과 같이 본질적으로 무한차원의 독특성을 갖는

공정들의 모사, 해석 및 제어시스템 설계가 용이해진다.

본 연구에서는 편미분 방정식 형태의 전달함수에서 나타나는

exp( ) 항의 Padé 근사와 유사한 s의 유리 전달함수로 근사하는

방법을 다루고자 한다. exp( ) 항 자체는 s=0에서 해석적이지

않아 Padé 근사가 불가능한데, Lee and Kim [10]은 이 항을 우선1/

cosh( ) 함수의 급수로 먼저 전개하고, 이 1/cosh( )를 다시 s의

유리함수로 근사하여 최종적으로 s의 유리 전달함수로 만드는 방법을

제안하고 있다. 여기서는 Lee and Kim의 급수 전개의 수렴을 촉진

하는 방법과 이를 여러 다른 전달함수 항으로 응용하며, 본 방법을

여러 확산 공정의 전달함수에 적용하여 그 우수성을 밝힌다.

앞의 exp( )와 더불어 는 분수차원(fractional order) 미분

혹은 적분기의 일종으로 여러 물리화학적 공정의 전달함수에 나타

날 수 있다[11-12]. 이를 s의 유리 전달함수로 근사하기 위한 시도

가 여럿 있어 왔는데, Oustaloup[13]의 방법 그리고 이와 유사한 방

법들이 제안된 바 있다. 이들은 특정 주파수 영역에서 우수한 결과

를 보이는 반면, 해당 주파수 범위를 벗어나면 정상상태 이득이 달

라지는 등 근사의 정확도를 보장할 수 없다.

본 연구에서는 이 를 s의 유리 전달함수로 근사할 수 있는 또

다른 대안 하나를 부수적으로 얻으며, 여러 모사 예를 보여 본 근사

방법의 우수성을 보인다. 실시간의 계단응답을 모사한 경우 대부분

4차 이하의 근사에서 만족할 만한 결과를 얻을 수 있었다.

2. Series Expansions with Hyperbolic 

Trigonometric Functions

확산 공정의 동특성을 나타내는 전달함수에는 , exp( ),

그리고 이들의 조합을 포함할 수 있다. 이 중 일부는 s=0에서 해석

적이어서 Padé 근사가 가능하다[8]. 전달함수 1/cosh( ), /sin( )

그리고 tanh( )/ 가 여기에 속하는 데, 이들의 급수 전개 예를

Table 1에 보였다[14-15].

해석적이지 않은 exp( )를 Padé 형의 유리 전달함수로 근사를

하기 위하여 먼저 Padé 근사가 가능한 1/cosh( )의 항으로 전개

하는 방법이 제안되어 있다. 이 1/cosh( ) 항에 Padé 근사 방법을

적용하면 전체적으로는 Padé 형태의 s의 유리 전달함수를 얻을 수

있다[10]. 이는 2cosh( ) = 1 + 을 반복적으로 적용하여

얻은 다음의 관계식을 이용한다.

(1)

여기서 s는 Laplace 변수이고 복소수 값을 가진다. 이 전달함수의

주파수 응답은 를 대입하여 계산하는데, 여기서

의 값을 갖는 것으로 한다(여기서 는 주

파수를 나타낸다). 이 경우 ak의 절대값은 0.5와 같거나 작게 되고,

위 급수는 전 주파수 영역에서 빠르게 수렴한다.

Eq. (1)에서 하나의 항으로 근사하면 (exp( )  a0), 주파수 응답

AR (amplitude ratio)의 상대 오차는 |exp( )|이다.  = 10.6인

경우에 대해 상대 오차는 1% 이하가 되며, 이런 높은 주파수에서는

적은 항으로도 충분한 정확도를 얻을 수 있다. 한편, 적은 수의 항

으로 근사하는 경우 정상상태 이득(s=0을 대입하였을 때의 전달함

수 값)에서 차이가 많이 나게 된다. 예를 들면, 두 항 a0(1+a1)으로

근사하면 이것의 정상상태 이득은 3/4으로 실제 값 1과는 차이가

크다. 실제 =0에서 수렴 속도가 가장 느리며 이런 낮은 주파수 영

역에서의 근사 정확도를 높이기 위해서는 많은 수의 항이 요구된다.

Eq. (1)의 근사는 빠르게 수렴하지만, 유리 다항식 형태를 위해서는

1/cosh(n ) 함수의 근사가 더 필요하다. Table 1에 있는 근사 식

들을 이용하여 전개하면 다음과 같은 식을 얻는다. 

(2)

(2)

이 식의 시간상수를 고려하면 높은 주파수 응답은 a0가, 낮은 주

파수 응답은 큰 k의 ak 항이 담당하는데, 이 경우 Eq. (2)의 첫 시간

상수와 비교하여 두 번째 시간상수 가 1/9배로 첫 시간상수 항 만으

로도 우수한 근사가 가능해진다. 즉, 낮은 주파수 영역에서는 일차의

ak로 충분할 것이다. 실제 근사에는 Table 1의 Padé 근사를 이용하

는데, 많은 경우 다음의 일차 전달함수 형태의 근사로도 충분하다.

(3)

높은 주파수에서의 정확한 근사를 위해서는 고주파 영역을 담당

하는 a0과 a1의 근사 차수를 늘리면 된다. 일련의 과정에서 전달함

수는 cosh 등의 쌍곡선 함수을 통해 최종적으로 유리함수의 곱으로

나타내는데, 전달함수의 분모는 Hurwitz 다항식으로 자연스럽게

구성된다. 이는 시스템의 점근적 안정성이 전달함수 표현 단계에서

내재적으로 확보되는 특성을 가진다는 점을 시사한다. 본 논문에서는

이러한 전달함수들의 근사에 대해 계단응답의 정확성에 대한 논의를

진행하며, 여기서 다루는 문제의 구조와 이에 대한 해결 절차를

Fig. 1에 개략적으로 나타내었다.
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3. Main Results

Eq. (1) 급수의 더 빠른 수렴을 위하여 Shank 변환을 적용하면

다음을 얻을 수 있다[15].

(4)

이는 Eq. (1) 급수를 Euler 연분수(continued fraction)로 표현하

고 이를 절사하는 과정에서도 얻을 수 있다[15]. 이 Shank 변환으

로부터 얻은 Eq. (4)는 몇몇 좋은 점을 가지고 있는데, 하나는 정상

상태 이득이 완벽하게 같게 되는 결과를 주는 것이다. 즉 s=0를 대

입하였을 때 양 편 모두 정상상태 이득인 1이 얻어진다.

여기서는 더 나아가 Eq. (1)의 끝 두 항을 다음과 같이 근사하는

것을 제안한다.

(5)

여기에는 Eq. (1)의 끝 두 항에 해당하는 의 근사를 위한

다음의 관계식에 근거하여 유도하였다 (상세한 과정은 Appendix에

기술되어 있다).
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Fig. 1. Schematic overview of the proposed approximation strategy for non-analytic transfer functions arising in diffusion processes.
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(6)

Eq. (5)는 =2로 하여 얻은 식이고, Eq. (4)는 =1로 하면 얻을

수 있다.  = 로 하면 Eq. (4)과 Eq. (5) 사이의 식이 얻어지는데,

Appendix에 보였듯 이 또한 간단한 형태의 식을 제공하며, 이들 모

두 Eq. (4)와 같이 정상상태 이득이 1인 정확한 값을 준다.

Fig. 2은 Eq. (1), Eq. (4) 그리고 Eq. (5) 전달함수의 주파수 응답

AR (amplitude ratio)을 나타낸 그래프이다. 여기서 a0는 정확한 값

0.5/cosh( )를 사용하였고, 나머지는 일차 전달함수로 근사한 Eq.

(3)을 이용하였다. 근사 항 수 n=2에 대하여 비교하면 Eq. (1)과 Eq.

(4)에 비하여 제안하는 Eq. (5)가 같은 개수의 근사항에 대해서도

더 우수하다는 것을 볼 수 있다. 또한, 근사 항 수 n=2를 n=3으로

늘리면 근사 정확도가 매우 좋아지는 것을 볼 수 있다.

Fig. 3는 a0를 0.5/cosh( )의 정확한 값에서 Table 1에 있는 2차

혹은 1차의 근사식으로 정확도를 낮출 경우의 주파수 응답 AR 그

래프로, 높은 주파수의 근사 정확도에서 차이를 보이는 것을 볼 수

있다. Fig. 2에서 보이는 낮은 주파수 ( < 0.1)에서의 오차는 n을

늘리면 줄어들고, 중간 주파수(  2)에서의 오차는 a1의 근사 차수를

올리면 줄일 수 있다. 이 계산에 따르면 대체로 높은 주파수에서의

오차는 a0 및 a1의 근사 차수를 늘려 줄일 수 있고, 낮은 주파수에서

의 오차는 n을 늘려 줄일 수 있다. Table 2에 근사 차수에 따른 주

파수 응답 AR의 최대 상대 오차 값을 보였다. 절사를 n=2로 하면

상대 오차로 9%, n=3으로 하면 3% 그리고 n=4로 하면 0.9%를 얻

을 수 있음을 볼 수 있다. 앞의 근사와 비교하여 제안하는 본 방법

에서 n에서 하나 줄어들게 결정할 수 있음을 볼 수 있다.

주파수 응답 AR 그래프로부터 살펴보면 첫 항인 a0는 높은 주파

수 영역을 담당하고 이어지는 항들은 순차적으로 낮은 주파수 영역

을 담당하는 것을 알 수 있다. 실제 적용을 하여 보면 주로 낮은 주

파수 영역에서 작용하는 계단응답을 맞추는 근사에서는 다음과 같

이 a0를 포함하여 모두 1차 근사를 사용하여도 충분 하였다. 모든

ak를 일차로 하면 Eq. (5)는 다음과 같이 된다. 

(7)

(7)

    
n 1 n 1 n
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�

Fig. 2. Amplitude ratio (AR) plot of exp( ) and its approximations

with the exact a0 and first order approximations for all other

ak’s (Exact: red solid line, A(Eq. (1) with n=2), B(Eq. (4) with

n=2), C(Proposed, black dashed line, Eq. (5) with n=2), D(Pro-

posed, black dotted line, Eq. (5) with n=3)).

s

Fig. 3. Amplitude ratio (AR) plot of exp( ) and the proposed approx-

imations of Eq. (5) with n=3 (Exact: red solid line, A(dashed line,

a0~a3:1
st order), B(dash-dotted line, a0:exact, a1~a3:1

st order),

C(dotted line, a0:exact, a1:2nd order, a2~a3:1
st order)).

s

Table 2. Approximation accuracies for G(s)  exp( )

Approximation (G(s)) n
(A, R)*

Eq. (1) Eq. (3) Eq. (4)

a0: Exact

a1~an: 1
st Order

1 (0.250, 0.250) (0.147, 0.185)

2 (0.125, 0.125) (0.073, 0.089) (0.036, 0.080)

3 (0.062, 0.089) (0.037, 0.089) (0.033, 0.090)

a0: Exact

a1: 2
nd Order

a2~an: 1
st Order

2 (0.125, 0.125) (0.073, 0.082)

3 (0.063, 0.063) (0.037, 0.038) (0.018, 0.028)

4 (0.031, 0.031) (0.018, 0.028) (0.016, 0.028)

a0, a1: Exact

a2: 2
nd Order

a3~an: 1
st Order

3 (0.063, 0.063) (0.037, 0.039)

4 (0.031, 0.031) (0.018, 0.019) (0.009, 0.010)

5 (0.016, 0.016) (0.009, 0.009) (0.009, 0.009)

* , 

s

 A
[0, )

max G( j ) exp( j )
 

      R
[0, )

max G(j ) / exp( j ) 1
 

     
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Table 3에 몇몇 이 근사식을 보였다. 의 동적 시

스템을 Eq. (7)형태로 근사하면 이는 다음과 같은 상미분의 상태방

정식으로 계산할 수 있다.

(8)

여기서 xk는 n+1개의 가상의 상태변수이다.

높은 주파수의 응답이 필요한 펄스 응답이나 높은 주파수의

주기 응답이 필요하면 a0를 2차나 그 이상의 차수의 것들을 Table

1에서 찾아 사용하면 우수한 성능을 얻을 수 있을 것이다. 계단응

답에서도 초기 응답의 정확도를 높이는 데도 고차의 a0가 도움이

된다.

또한 본 연구에서 다룬 exp( ) 및  형태의 비유리 전달함

수는 일반적인 exp(a )( ) 형태로 자연스럽게 확장될 수 있

다. exp(a )는 Laplace 변수 s에 대한 단순한 스케일링을 통해

exp( )로 표현할 수 있고, 본 논문에서 제시한 급수 전개 및

유리 근사 프레임워크를 동일하게 적용할 수 있다. 따라서 제안한

방법은 특정 계수에 국한되지 않으며, 반 무한 확산 문제에서 나타

나는 다양한 시간 스케일을 포괄적으로 다룰 수 있다.

더 나아가, 본 연구의 핵심 아이디어는 비해석적 분수 차수 항을

Padé 근사가 가능한 급수 구조로 재구성한 뒤 이를 저차 유리 전

달함수로 변환하는 데에 있다. 이러한 구조적 접근은 반드시

(=s1/2)에 한정되지 않으며, 다른 분수 차수 모델에도 확장 가능

할 것이다. 다만 일반적인 s (0 <  < 1) 항의 경우 급수 전개의 형

태와 수렴 특성이 달라질 수 있으므로, 이에 대한 체계적인 확장이

필요할 것이다.

4. Extensions

앞의 근사 방법을 여러 다른 exp( )와 를 포함하는 전달

함수로 확장한다. 식들을 간단히 하기 위하여 다음 표현을 도입한다.

(9)

이는 다음과 같은 특성을 가지며, 여러 관계식 유도에 사용할 수

있다.

(10)

확산 공정의 전달함수에 자주 등장하는 다음과 같이 half-order

미분기와 결합된 다양한 전달함수의 근사를 얻는다.

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
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Table 3. Approximation examples of exp(

n
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2

3

4
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s
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마지막의 Eq. (15)는 반 무한 구조에서 확산과 더불어 대류

(convection)가 있든가 흡착(adsorption) 같은 반응이 있는 공정에서

나타나는 전달함수 요소이다. 이 전달함수 요소는 원점에서 해석적

이어서 Padé 근사가 가능하다. 하지만 q 크기가 작으면 이 Padé 근

사의 차수가 매우 커져야 하는 어려움이 있는데, |q|<<1일 때는 Eq.

(15)의 근사가 유용하다. 이 공정을 실현하는 상태 방정식은 Eq. (8)

왼편의 미분 항인  대신 를 도입하면 간단히 해결된다[9].

Eq. (15)의 단점은 q=0일 때 와는 달리 정상상태 이득에서 오차가

생긴다는 것이다. 정상상태 이득은 낮은 주파수 영역의 값으로 급

수 전개에서 마지막 항들이 이를 담당하는 점에 착안하여, 급수 전

개 마지막 항의 크기를 조정하여 이 정상상태 이득의 차이를 극복

한다. 즉 다음의 식을 고려한다.

(16)

여기서 는 정상상태 이득이 같게 되는 것으로 다음과 같이 계산된다.

(17)

급수 근사에서 를 포함하는 항은 주파수가 커지면 그 크기가 매

우 적게 되기 때문에 의 도입이 높은 주파수 영역의 응답에 주는

영향은 미미할 것이다.

5. Simulations

5-1. 공정 전달함수: exp( )

다음의 편미분 방정식으로 표현되는 공정의 동특성을 고려한다

[1,7].

(18)

여기서 p(z,t)는 상태 변수, z는 거리 변수, t는 시간 변수이다. 공정

출력은 y(t)=p(1,t)이다. 공정 표면에 f(t)의 변화가 들어오며, 이 변

화가 확산으로 인해 내부로 전파되는 공정이다. 

Laplace 변환을 통하여 식을 풀면 다음을 얻을 수 있다[7,14].

(19)

여기서 Y(s), P(1,s)와 F(s)는 각각 y(t), p(1,t)와 f(t)의 Laplace 변환

이다.

일반적인 입력 변화 f(t)에 대하여 출력 y(t)=p(1,t)를 얻기 위하여

의 s에 관한 유리 전달함수를 얻는다. 3차 전달함수를 주는

n=2인 경우를 고려할 때, Lee and Kim [10]의 Eq. (1)을 다음과 같

이 나타낼 수 있다(n=2인 경우).

(20)

Shank 변환 식인 Eq. (4)는 다음과 같이 얻어진다.

(21)

제안하는 방법인 Eq. (5)는 다음과 같이 얻어진다.

(22)

위의 각 근사의 성능을 비교한다. 계단응답인 경우(f(t)=1) 해석

해는 다음과 같다[7,14-15].

(23)

여기서 L-1(.)는 Laplace 역변환을 의미한다.

Fig. 4에 응답을 보였다. Eq. (20)의 경우 (Fig. 4에서 A) 정상상태

오차가 크게 부각되는데, 이 오차를 줄이기 위해서는 근사 차수를

많이 올려야 한다. Eq. (21)의 경우 (Fig. 4에서 B) 정상상태 오차는

없지만 빠르게 정상상태에 도달하여 중간 시간에서의 오차가 크게

나타난다. 제안하는 Eq. (22)의 경우 (Fig. 4에서 C) 근사 차수는 같

지만 가장 우수하다. 제안하는 방법에서 근사 항을 n=2에서 n=3으로

하나 늘리면(Fig. 4에서 D) 더욱 정확한 응답을 얻을 수 있는 것을

볼 수 있다. IAE (integral of absolute errors) 값은 (A, B, C, D)에

대하여 각각(16.2, 11.8, 5.82, 0.98)로 계산된다.
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Fig. 4. Step responses for the example process 5.1 (Exact(red solid

line, Eq. (23)), A(Eq. (20)), B(Eq. (21)), C(black dash-dotted

line, Eq. (22)), D(black dashed line, Eq. (5) with n=3)).
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높은 주파수 응답이 요구되는 펄스 응답에서 a0의 효과를 살펴본

다. 높은 주파수 응답에 크게 영향을 주는 a0의 근사 차수를 1에서

2로 늘린 경우인 다음의 근사를 고려한다.

(24)

Fig. 5에 Eq. (22)와 Eq. (24)의 근사를 한 경우의 펄스 응답을 보

였다. 여기서 펄스 크기는 2이고 펄스 폭은 0.5로 하였다. 이 그림

에서 a0 차수를 늘린 효과를 확연히 볼 수 있다. IAE (integral of

absolute errors) 값은 (A, B)에 대하여 각각 (0.193, 0.077)로 계산

된다.

5-2. 공정 전달함수:

Eq. (18) 식의 경계 조건 중 z=0에서의 조건이 다음과 같이 바뀐

공정을 고려한다[1,7].

(25)

이 공정은 구조 표면에서 대류 저항이 존재하는 경우이다.

Laplace 변환을 통하여 풀면 다음의 해를 얻을 수 있다 [7].

(26)

 Eq. (26)을 전달함수 근사를 통하여 풀이를 한다. 여기서 b=1인

경우에 대해, Lee and Kim [10]은 다음의 근사를 하였다.

(27)

제안하는 Eq. (14)의 근사를 사용하면 다음이 얻어진다.

(28)

이때 Q[1/3](s)=Q[0/2](4s) 관계와 Table 3의 수식을 이용하였다.

Fig. 6에 계단응답 비교를 하였다. 해석해는 다음과 같다[7].

(29)

Eq. (27)과 Eq. (28)은 같은 차수의 근사인데, 제안한 방법인 Eq.

(28)의 근사가 월등히 우수함을 확인할 수 있다. IAE 값은 (A, B)에

대하여 각각 (23.6, 1.49)로 계산된다.

5-3. 공정 전달함수: 

 다음의 분수 차수(fractional order) 시스템을 고려한다[11-13].

(30)

이는 여러 물리화학적 공정에서 나타나는 half-order 미분기를 갖는

공정의 문제이다[11-12].

제안하는 근사와 분수 차수 미분기의 근사에 자주 이용되는

Oustaloup[13]의 근사를 비교한다. Oustaloup 근사는 근사 영역 주

파수와 근사 차수의 매개변수를 갖는다. 주파수 0.001과 10 사이에

서 를 4차로 맞추는 근사를 고려한다. 이를 본 공정에 적용하면

다음을 얻을 수 있다.
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Fig. 5. Pulse responses for the example process 5.1 (Exact(red solid

line), A(dash-dotted line, Eq. (22)), B(dashed line, Eq. (24))).
Fig. 6. Step responses for the example process 5.2 (Exact(red solid

line, Eq. (29)), A(dash-dotted line, Eq. (27)), B(dashed line,

Eq. (28)).
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(31)

Eq. (31)의 근사는 공정의 정상상태 이득에서 대략 3%의 오차를

준다. 이 오차는 Ostaloup 근사를 낮은 주파수 영역으로 옮기면 줄

어든다[13].

제안하는 Eq. (12)의 근사를 적용하면 다음이 얻어진다.

(32)

여기서 Q[1/3](s)=Q[0/2](4s) 관계와 Table 3의 수식을 이용하였다. 계

단응답을 위한 해석해는 다음과 같다 [7,14].

(33)

Fig. 7에 계단응답을 보였다. 제안하는 방법과 Oustaloup 근사가

비슷한 결과를 보여주고 있다. Eq. (31)의 Oustaloup 근사는 정상상

태에서 3% 정도의 오차를 보이기 때문에 모사 시간을 늘리면 이

오차의 효과가 서서히 나타날 것으로 보인다. 반면에 제안하는 Eq.

(32)는 정상상태 오차가 없다. IAE 값은 (A, B)에 대하여 각각

(1.21, 1.00)로 계산된다. 두 근사 모두 우수한 계단응답 모사 결과를

주는 것을 볼 수 있지만, 특히 본 연구에서 제안한 방법은 정상상태

이득을 보존한다. 이는 본 근사 방법이 특정 주파수 대역을 맞추는

방식이 아닌, 급수 구조와 Shank 기반 재구성을 통해 전달함수의

저주파 거동을 직접 제어할 수 있기 때문에 얻어지는 특성이라 할

수 있다.

5-4. 공정 전달함수:

다음의 편미분 방정식으로 표현되는 공정의 동특성을 고려한다

[1,7].

(34)

여기서 Pe는 공정 변수로 대류 효과를 나타내는 것이다. Laplace 변

환을 통하여 식을 풀면 다음을 얻을 수 있다[7].

(35)

여기서 Y(s), P(1,s)와 F(s)는 각각 y(t), p(1,t)와 f(t)의 Laplace 변환

이다. Laplace 역변환을 통하여 계단응답을 해석적으로 얻을 수 있다[7].

(36)

Pe=0.01인 경우에 대하여 분석을 할 때, Eq. (15)~(17)를 적용하

면 다음을 얻는다.

  (37)

Eq. (37)에서 정상상태 이득인 s=0를 대입하였을 때 양 쪽을 같

게 하는 를 계산하면 =0.940이다. 이 문제에 대하여 Lee and
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Fig. 7. Step responses for the example process 5.3 (Exact(red solid

line, Eq. (33)), A(dash-dotted line, Eq. (31)), B(dashed line,

Eq. (32)).

Fig. 8. Step responses for the example process 5.4 (Exact(red solid line,

Eq. (36)), A(dash-dotted line, 4th order Padé [10]), B(dash-dot-

ted line, Lee and Kim [10]), C(dashed line, Eq. (37))).
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Kim [10]은 먼저  0.995 의 근사를 하고 여

기에 Eq. (1)의 급수 근사를 하는 방법을 적용하였다.

Fig. 8에 4차 Padé 근사 [10], Lee and Kim 근사 [10], 그리고 본

방법의 Eq. (37)에 대한 계단응답을 비교하였다. 4차 Padé 근사는

응답이 정확한 값에서 크게 벗어나는 매우 느린 응답을 주는 것을

볼 수 있다. Lee and Kim의 방법으로 같은 4차 근사를 하면, 개선

된 계단 응답을 얻을 수 있다. 그러나 이 근사는 정상상태 이득에서

6% 가량 낮은 값을 준다. 공정의 정상상태 이득은 e0.01 0.990로

Lee and Kim의 근사에서는 를 더 정밀하게 근사 하더라도 정

상상태 이득은 약 5% 정도의 오차를 보인다. 한편, 본 연구에서 제

안한 Eq. (37)은 더욱 개선된 계단응답을 보이며, 정상상태 이득도

0.990로 실제와 같다. Eq. (37)의 를 1로 하면 정상상태 이득은

0.4%의 오차를 가진다. IAE 값은 (A, B, C)에 대하여 각각 (19.7,

3.14, 0.98)로 계산되며, 최적의 를 찾지 않고 Eq. (15)를 그대로

사용하더라도 응답에서 큰 오차는 없다.

본 연구에서 제안한 유리 전달함수 근사 프레임워크는 다양한 반

무한 확산 지배 공정의 편미분방정식 동역학을 구조적으로 저차원

의 상태공간 표현으로 환원하는 이론적 기반을 제공하며, 이를 통

해 계산 효율의 개선과 현상의 해석적 이해에 도움을 줄 수 있다.

단 실제 공정 조건에서는 시공간적으로 변화하는 물성치, 이동 경

계, 미지의 반응 메커니즘 등으로 인해 동특성을 충분히 설명하기

어려울 수 있다. 최근 제안되고 있는 물리기반 정규화 기법을 활용

한 파라미터 추정 연구[16]와 이동 경계 문제에서의 하이브리드 모

델링 접근[17]은 이러한 확장의 가능성을 시사하는데, 본 근사 프레

임워크는 이러한 데이터-물리 통합 모델링 접근에서 안정적인 저차

동역학 표현을 제공하는 기초 모델로 활용될 수 있다.

6. Conclusion

본 연구에서는 반 무한 구조에서의 확산 지배 공정에서 나타나는

비유리 전달함수 요소들을 정수 차수의 유리 전달함수로 근사하기

위한 Padé-유사 유리함수 근사 기법을 제안하였다. 이러한 시스템을

Laplace 영역에서 표현할 경우, exp( ) 및 와 같은 비유리 함

수 형태의 전달함수를 포함하게 되는데, 이는 고전적인 Padé 근사나

유한차원 상태공간 표현을 통한 해석 및 제어기 설계를 어렵게 하는

주요 원인이다. 제안하는 방법은 이러한 항들에 대해, 먼저 Padé 근

사가 가능한 1/cosh( ) 형태의 급수 전개를 도입하여 급수의 수렴을

촉진하고, 이를 유리 전달함수로 근사함으로써 비유리 항들을 체계

적으로 정수 차수 동역학으로 대체할 수 있음을 보였다. 이를 통해

대부분의 확산 공정 예제에서 4차 이하의 낮은 차수에서도 우수한

시간영역 응답과 정상상태 특성을 동시에 만족하는 근사를 얻을 수

있음을 보였다.

특히 이러한 형태의 분수 차수 연산자는 반무한 고체에서의 열전

도, 촉매 펠렛 내부 확산, 관형 반응기의 축방향 분산 모델, 전기화

학 시스템의 확산 임피던스(예: Warburg 요소), 점탄성 모델 등 다

양한 물리화학적 공정에서 나타나는데, 본 연구에서 제안하는 프레

임워크는 이런 본질적으로 무한차원 동특성을 갖는 편미분방정식

기반 공정 모델들을 효과적으로 상미분방정식 기반으로 근사할 수

있게 한다. 이는 고차 Padé 근사 등 기존의 방법들과 비교하여 계산

효율성과 해석의 용이성 측면에서 뚜렷한 장점을 가지며, 특정 주

파수 대역에서의 응답만을 맞추는 기존 분수차수 근사 기법과 다르

게 전달함수의 저주파 거동과 정상상태 이득을 구조적으로 보존한

다. 이는 본질적으로 무한차원 시스템의 유한차원 임베딩(finite-

dimensional embedding)으로 해석될 수 있으며, 모델 축소(model

reduction)의 관점에서도 중요한 의미를 갖는다. 즉, 이러한 근사는

공정의 시간영역 모사, 주파수 응답 해석, 상태 추정 및 모델 예측

제어(MPC)를 포함한 고급 제어기 설계의 적용을 가능하게 하며,

확산 지배 공정 시스템에 대한 시스템 이론 기반 접근의 실용적 활

용 범위를 크게 확장할 것으로 기대된다.

단, 본 연구는 1차원 반무한 구조에서의 선형 확산 지배 공정을

대상으로 하였다는 점에서는 적용 범위에 한계가 있다. 다차원 확

산 문제의 경우 공간 모드 간의 결합 효과로 인해 전달함수 구조가

보다 복잡해질 수 있으며, 본 논문에서 제안한 급수 재구성 기법을

직접 적용하기 위해서는 추가적인 구조 분석이 요구된다. 또한, 본

연구는 확산계수가 상수인 선형 시스템을 가정하고 있으므로, 상태

의존적 확산계수나 반응-확산이 결합된 비선형 시스템의 경우에는

Laplace 영역의 해석적 표현이 일반적으로 성립하지 않을 수 있고,

이에 대한 별도의 접근이 필요할 것이다. 다만 본 연구에서 제안한

근사 프레임워크는 단순한 함수 근사 기법을 넘어, 무한차원 확산

동역학을 유한차원 유리 전달함수로 구조적으로 환원하는 체계적

접근이라는 점에서 보다 넓은 의미를 가진다. 

더 나아가, 본 연구는  및 exp( ) 형태의 비해석적 전달함

수 항에 초점을 두었으나, 일반적인 분수 차수 연산자에 대한 체계

적인 재구성 전략은 향후 연구 과제로 남는다. 향후에는 다차원 확

산계, 비선형 확산 동역학, 그리고 모델 축소 및 제어 설계와의 통

합을 포함하는 방향으로 본 근사 프레임워크를 확장할 수 있을 것

으로 기대된다.
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Appendix

Eq. (1)의 an-1(1+an) 항은 를 근사하기 위한 것이며, 이에

대해 더 정밀한 근사 방법을 찾는다. 다음 관계식을 이용한다.

(A1)

위 각 함수에 첫 항으로 된 근사를 적용한다. 

(A2)

이 근사는 작은 크기의 s에 대하여 의미가 있는 것으로, 이는 an-1

(1+an) 항이 낮은 주파수를 담당하기 때문이다.

여기서 =1, =2, =0로 선택하면 다음을 얻을 수 있다. 

(A3)

그리고 , , 로 선택하

면 다음이 얻어진다.

(A4)

여기에  = 2, , 로 선택하면 다음

이 얻어진다.

(A5)

본 연구에서는 Eq. (A5)를 사용하는데, 설계 변수(, , )는 엄

밀한 최적화 없이 식의 간단함을 기준으로 경험적으로 선정한 것이다.

 n 1
2 s

e





 

   
n 1 n 1 n

n

n

1/
1/

2 s 2 s 2 s

n 1

1/
1/( )

2 s

n 1 2 s

1
e e 1 e

2cosh( 2 s)

1 e
1

2cosh( 2 s) e

 




  








 

 
   

 

   
            

 

n 1

1/
1/( )

n
2 s

n 1 n

1/
1/( )

2 2 2n 1

2 2n 3 2 2 2n 1

2
2 2n 1

22 2n 3
2 2n 1

1 2cosh( 2 s)
e 1

2cosh( 2 s) 2cosh( 2 s)

0.5 2 s 1
1

2 s 1 2 s 1

2 s 1
0.5

1
2 s 1

2 s 1















 






               

                   


 

 
 

 


1/

2 2
2n 1

22n 3
2n 1

1
2 s 1

1 2

2 s 1
2 s 1








   
   
   
   
   

   

  
 


 

 


 
n 1

2n 1

2 s

2n 3 2n

1 2 s 1
e

2 s 1 2 s 1












 

 2 
 1.5 0.252 (1 2 1)   

 0.25
2 1   

 
n 1

2n 0.25

2 s

2n 2.5 2n 1

1 2 s 1
e

2 s 1 2 s 1







 




 

 2 0.52 (1 2 1)     0.5
2 1   

 
n 1

2n 1.5

2 s

2n 2 2n 2

1 2 s 1
e

2 s 1 2 s 1







 




 


